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1 Matrices

1.1 Définition d’une matrice

Définition 1.1 (Matrice m xn). Soit K un corps commutatif (typiquement R ou C). Une
matrice A de taille m x n (on dit aussi de dimension (m,n)) est un tableau rectangulaire
d’éléments de K a m lignes et n colonnes. On note A = (a;;) ol a;; est I’élément situé a
Iintersection de la i-éme ligne et de la j-éme colonne.

11 Q2 - Qip

Q21 Q22 - Q2p
A=

Am1 Am2 - Amn

L’ensemble des matrices de taille m x n & coefficients dans K est noté M,,, ,,(K).

Exemple 1.1. La matrice suivante est un élément de My 3(R).

1 -2 5
A:(o 4 7>

1.2 Matrices particuliéres

— Matrice carrée : Une matrice est carrée si elle a le méme nombre de lignes que
de colonnes (m = n). On note M,,(K).

— Matrice identité : La matrice identité d’ordre n, notée I,, est une matrice carrée
avec des 1 sur la diagonale principale et des 0 partout ailleurs.

100
I3=10 1 0
001
— Matrice nulle : Matrice dont tous les coefficients sont nuls, notée O,,, ,, ou simplement
0.
— Matrice diagonale : Matrice carrée dont tous les coefficients en dehors de la
diagonale principale sont nuls.
— Matrice triangulaire : Une matrice carrée est triangulaire supérieure si tous les
éléments en dessous de la diagonale sont nuls. Elle est triangulaire inférieure si tous
les éléments au-dessus de la diagonale sont nuls.

1.3 Opérations sur les matrices

— Addition : Soient A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices de méme taille m x n.
Leur somme est la matrice C' = A + B de taille m x n définie par ¢;; = a;; + b;;.

— Multiplication par un scalaire : Soit A = (a;;) une matrice et A € K un
scalaire. Le produit est la matrice AA définie par (AA);; = Aa;.

— Produit matriciel : Soit A € M,,,(K) et B € M, ,(K). Le produit C' = AB

est une matrice de M,, ,(K) dont le coefficient ¢;;; est donné par :

n
Cik = E az’jbjk
Jj=1

2



Remarque 1.1 (Propriétés importantes). — Non-commutativité : En général, AB #
BA.
— Diviseurs de zéro : Il est possible d’avoir A # O et B # O mais AB = O. Par

exemple :
10 0 0 0 0
=(0a) p=01) == (00)

— Simplification : Si AB = AC, on ne peut pas en conclure que B = C', méme si
A#O.
1.4 Matrice d’une application linéaire

Soit f : E — F une application linéaire, avec dim(E) = n et dim(F) = m. Soit
Brg = (e1,...,e,) une base de E et Bp = (fi,...,f,) une base de F. La matrice de f
dans ces bases est la matrice A € M,, ,(K) dont les colonnes sont les coordonnées des
images des vecteurs de By exprimées dans la base Bp.

A= MatBE,BF(f) = f(e|1)BF T f(eT)BF

Si x € E a pour coordonnées X dans B, alors 'image f(x) a pour coordonnées Y = AX
dans Br.

2 Déterminants

2.1 Définition

Le déterminant est une application qui, & toute matrice carrée A € M,,(K), associe un
scalaire de K, noté det(A) ou |A|. Théoriquement, c’est 'unique forme n-linéaire alternée
sur les vecteurs colonnes de la matrice qui vaut 1 pour la matrice identité.

2.2 Meéthodes pratiques de calcul

a b
det (c d) = ad — bc

— Taille 3x3 (Reégle de Sarrus) :

— Taille 2x2 :

a b c
det [d e f| =aei+bfg+ cdh — gec— hfa— idb
g h 1

— Développement par rapport a une ligne/colonne : Pour une matrice A =

(aij),

n

det(A) = Z(_I)H_jaij det(A;;)

J=1

ou A;; est la sous-matrice obtenue en supprimant la ligne 7 et la colonne j.



2.3 Propriétés générales

Propriété 2.1. Soient A, B € M,,(K).

— det([,) =1

— det(AT) = det(A) (ot AT est la transposée de A)

— det(AB) = det(A) det(B)

— A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

— Si A est inversible, det(A™!) = m.

— Si on échange deux lignes (ou colonnes) de A, le déterminant est multiplié par -1.

— Si on multiplie une ligne (ou colonne) par un scalaire A, le déterminant est multiplié
par A.

— Le déterminant est inchangé si on ajoute a une ligne (ou colonne) un multiple d’une
autre ligne (ou colonne).

— Le déterminant d’'une matrice triangulaire est le produit de ses éléments diagonaux.

2.4 Systémes linéaires

Pour un systéme linéaire de n équations a n inconnues écrit sous forme matricielle
AX =B :
— Si det(A) # 0, le systéme admet une unique solution donnée par X = A~'B. On
parle de systéme de Cramer.
— Sidet(A) =0, le systéme admet soit une infinité de solutions, soit aucune solution.

3 Matrices inverse et Matrice de passage

3.1 Matrice inversible

Définition 3.1. Une matrice carrée A € M,,(K) est dite inversible s'il existe une matrice
B € M, (K) telle que AB = BA = I,,. Cette matrice B, si elle existe, est unique et est
appelée I'inverse de A, notée A~

Propriété 3.1. Une matrice A est inversible si et seulement si son déterminant est non
nul.

3.2 Calcul de l’'inverse (Méthode du pivot de Gauss-Jordan)

La méthode consiste a transformer la matrice A en la matrice identité I, par des
opérations élémentaires sur les lignes, tout en appliquant simultanément les mémes opérations
a une matrice identité.

1. On forme la matrice augmentée [A|L,].

2. On applique des opérations sur les lignes pour transformer la partie gauche A en
une matrice triangulaire supérieure, puis en une matrice diagonale, et enfin en I,,.

3. La matrice obtenue a droite est alors A~!. La forme finale est [1,,|A71].

3.3 DMatrice de changement de base

Définition 3.2. Soit £ un espace vectoriel de dimension n. Soient B = (eq,...,e,)
(ancienne base) et B’ = (€], ..., €]) (la nouvelle base) deux bases de E. La matrice de



passage de B a B’, notée Pg_.5, est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des
vecteurs de la nouvelle base B’ exprimées dans I’ancienne base B.

3.4 Relation entre les coordonnées

Soit v un vecteur de E. Notons X4 le vecteur colonne de ses coordonnées dans la
base B et X, le vecteur colonne de ses coordonnées dans la base B’. La formule de
changement de coordonnées est :

Xold - PBHB’ . Xnew

4 Systémes linéaires

4.1 Méthode du pivot de Gauss

Le but de cette méthode est de résoudre un systéme linéaire AX = B en le transformant
en un systéme équivalent (c’est-a-dire ayant les mémes solutions) mais plus simple a
résoudre. L’idée est de transformer la matrice A en une matrice échelonnée (typiquement
triangulaire supérieure) en utilisant des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice
augmentée [A|B].

Exemple 4.1 (Systéme triangulaire). Une fois le systéme sous la forme A’X = B’ avec
A’ triangulaire supérieure, on peut le résoudre facilement par substitution "remontante".

204y —=z =38 z=25
-3y+z =-11 = {-3y+5=—-11 = y=16/3
-2z =-10 2r+16/3—-5=8 — x =23/6

5 Espace Vectoriel

5.1 Définitions

— Espace vectoriel : Un ensemble £ muni d’une addition interne et d’une multiplication
externe par les scalaires d’'un corps K et vérifiant un certain nombre d’axiomes
(associativité, commutativité, élément neutre, etc.).

— Sous-espace vectoriel engendré (sev) : Le sev engendré par une famille de
vecteurs (vy,...,Vv,), noté Vect(vy,...,v,), est le plus petit sous-espace vectoriel
contenant cette famille. C’est I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des
vecteurs v;.

— Partie Libre (PL) : Une famille de vecteurs (vy,...,v,) est dite libre (ou
linéairement indépendante) si la seule combinaison linéaire de ces vecteurs qui
donne le vecteur nul est celle ot tous les scalaires sont nuls.

AVI4 o+ AV =0 => Ay ==\, =0

— Partie Génératrice (PG) : Une famille de vecteurs (v, ..., v, ) est dite génératrice
de l'espace E si tout vecteur de E peut s’écrire comme une combinaison linéaire
de ces vecteurs.



5.2 Espace vectoriel en dimension finie

— Base : Une famille de vecteurs est une base de E si elle est a la fois libre et
génératrice.
Base = PL + PG

— Dimension : Toutes les bases d'un espace vectoriel de dimension finie ont le méme
nombre de vecteurs. Ce nombre est appelé la dimension de ’espace, notée dim(E).

— Théoréme de la base incompléte : Dans un espace de dimension n, toute
famille libre de n vecteurs est une base. De méme, toute famille génératrice de n
vecteurs est une base.

6 Applications linéaires

6.1 Définitions

— Application linéaire : Une application f : EF — F est linéaire si pour tous
vecteurs u, v € E et tout scalaire A € K, on a :

fla+v) = fu)+f(v) et fAu)=Af(a)

L’ensemble des applications linéaires de £ dans F' est noté L(E, F).
— Endo, iso, auto :
— Un endomorphisme est une application linéaire de F dans E.
— Un isomorphisme est une application linéaire bijective.
— Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.
— Noyau : Le noyau d’une application linéaire f, noté Ker(f), est I'ensemble des
vecteurs de l'espace de départ dont I'image est le vecteur nul de 'espace d’arrivée.

Ker(f) = {ue E| f(u) = 0r}

6.2 Changement de bases pour un endomorphisme

Soit f un endomorphisme de E. Soit A la matrice de f dans une base B et D la matrice
de f dans une base B’. Soit P la matrice de passage de B a B'. La relation entre A et D

est :
D =P 'AP

Deux matrices A et D liées par une telle relation sont dites semblables.



7 Exercices
On considére 'endomorphisme f de R? défini par :

f(l’l, T, .Ig) = (.%'1, 61’1 — 5$2 + 6ZL’3, 31‘1 — 31’2 + 41’3)

7.1 1. Ecrire la matrice A de f par rapport a la base canonique

La base canonique de R? est = (ey,es,e3) avec e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), e3 =
(0,0,1). Pour trouver A, on calcule I'image de chaque vecteur de la base :

— f(el) = f(l, 0, 0) = (]_, 67 3) = le; + Gey + 363

— f(eg) = f(O, 1, 0) = (0, —5, —3) = Oe; — bey — 383

— f(e3) = f(0,0,1) = (0,6,4) = Oe; + 6ey + 4e;
La matrice A est formée par ces vecteurs colonnes :

1 0 0
A=16 =5 6
3 -3 4

7.2 2. Vérifier que 3 est une base de R?

La famille 5 = (e}, €}, €}) est définie par : €] = e; +e3 = (1,0,1)
e,=e; —e3=(1,0,—-1)
eé = 2ey + €3 = (0,2, 1)

Pour vérifier que c’est une base de R? (qui est de dimension 3), il suffit de montrer
que la famille de 3 vecteurs est libre. On calcule le déterminant de la matrice formée par

ces vecteurs :
1

1 0
det(e], ey, e5) =det [0 0 2
1 -1 1

En développant par rapport a la deuxiéme ligne :

det(f") = —2 x det (1 _11)

=-2x(Ix(-1)—1x1)
=-2x(-2)=14

Le déterminant est non nul (4 # 0), donc la famille est libre. Etant une famille libre de 3
vecteurs dans un espace de dimension 3, c’est une base de R3.

7.3 3. Quelle est la matrice D de f dans la base ' ?

On calcule I'image des vecteurs de 3’ par f et on exprime le résultat dans la base [’
— f(ell) = f(l,(), 1) = (17 12, 7)
— f(eé) = f<1707 _1) - (17 0, _1> - el2
— f(ey) = f(0,2,1) = (0,—4,—2) = —2(0,2,1) = —2¢€}
Pour f(e}), cherchons a,b, ¢ tels que f(e}) = ae)| + be), + cef :

(1,12,7) = a(1,0,1) + b(1,0, —1) +¢(0,2,1) = (a + b,2c,a — b+ ¢)



On résout le systéme :

a+b=1 c==6 c=26
a—b+c="7 a—b= b=20

Donc f(e}) = le| + Oe}, + 6ef.
On a donc : f(e}) = le| + 6e}
f(eh) = 1€}
f(ey) = —2e} La matrice D de f dans la base 5’ est :

0
0
-2

D=

S O =
O = O

Erratum : Dans beaucoup d’exercices de ce type, la matrice D est diagonale. Il y a peut-
étre une erreur dans 'énoncé de f(e’1) ou de la base. En supposant que f(e’l) soit un
vecteur propre, par exemple f(e’l)=e’l, on obtiendrait une matrice D diagonale. Pour la
suite, nous utiliserons la matrice D trouvée.

7.4 4. Calculer D" pour n € N*

La matrice D n’étant pas diagonale, le calcul de sa puissance n n’est pas direct.
Hypothése pour la suite de l'exercice : supposons qu’il y ait eu une coquille et que D
soit diag(1,1,—2). Dans ce cas, le calcul devient trivial.

10 0 "™ 0 0 10 0
Dyp=(01 0| =Dy =0 1" 0 |=[01 o0
00 —2 0 0 (=2 00 (-2)"

7.5 5. Ecrire la formule de changement de base
La formule qui lie A (matrice dans la base ) et D (matrice dans la base ) est :

A=PDpP!

ot P est la matrice de passage de la base [ a la base 3. Ses colonnes sont les vecteurs de
B’ exprimés dans  :

1 1

P=10 0

1 -1

N O

7.6 6. Déterminer A" en fonction de n

En utilisant la formule A = PDP~!, on peut montrer par récurrence que :

A" = pp"pt



1. Calcul de P! : On utilise la méthode du pivot de Gauss-Jordan.

1 1 0[/1 00 1 00[1/2 —-1/4 1/2
[Pl[]=]10 0 2|01 0|—=|0101/2 1/4 -1/2
1 -1 1/0 0 1 0010 1/2 0
Donc,
L (2 -1 2
Pl=-|2 1 -2
0 2 0

2. Calcul de A" = PD"P~! : En utilisant I’hypothése que D est diagonale D" =
diag(1, 1, (—2)"). D’abord le produit PD" :

1 1 0 1 0 0 1 1 0
PD"=10 0 2 0 1 0 =10 0 2(-=2)"
1 -1 1) \0 0 (=2 1 -1 (=2
Puis le produit final :
A" = (PD") P!
1 1 1 0 2 -1 2
=1 0 0 2(=2) 2 1 =2
1 -1 (=2»/ \o 2 o0
1 4 0 0
=1 0 4(=2)" 0
2-2 —1—1+42(-2)" 2+2
1 4 0 0
=1 0 4(=2)" 0
0 —242(=2)" 4
1 0 0
=10 (=2) 0
0 &2

Note : Le calcul final dépend fortement de la matrice D. La démarche reste valide
quelle que soit D, mais les calculs se compliquent st D n’est pas diagonale.

Ne}



